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________________________________________________________________________________________________________________ 

 
บทคัดยอ 
 การวิจัยครั้งนี้มีวัตถุประสงคเพ่ือวิเคราะหการเสียรูปของคานวัสดุผสมผนังบางที่มีหนาตัดขวางแบบตัวไอและ
แบบกลองสี่เหลี่ยม โดยพิจารณาวิธีความแข็งเกร็งหนาตัดขวางกับวิธีพลังงาน ของ Rayleigh-Ritz ซึ่งสามารถนําไป
พัฒนาการวิเคราะหและออกแบบโครงสรางวัสดุผสม อาทิเชน โครงสรางอากาศยาน ใบพัดกังหันลม ใบพัดกังหันน้ํา ฯลฯ 
ตอไป วิธีการศึกษาโดยการคํานวณหาความแข็งของหนาตัดขวางของคานผนังบางโดยใชวิธี C continuous formulation ซึ่ง
ไดพิจารณารวมผลของการเสียรูปเนื่องจากการบิดตัวของคานผนังบาง และทําการวิเคราะหการเสียรูปของคานวัสดุผสม
ผนังบางนี้ดวยวิธีพลังงานของ Rayleigh-Ritz เปรียบเทียบกับการวิเคราะหดวยวิธี Finite Element ซึ่งพิจารณารวมผลของ
การเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนตามแนวขวาง โดยนําเสนอตัวอยางการศึกษาวิเคราะหดวยคานผนังบางท่ีมีหนาตัดขวางแบบ
เปด (คานหนาตัดขวางแบบตัว I) และปด (คานหนาตัดขวางแบบกลองสี่เหล่ียม) ภายใตเง่ือนไขการรับภาระท่ีแตกตางกัน 
และเปรียบเทียบกับผลการวิเคราะหจากตัวอยาง โดยผลการศึกษาสรุปไดวาวิธีการพลังงานของ Rayleigh-Ritz มีความ
แมนยําในการวิเคราะหระดับหนึ่งเมื่อเทียบกับวิธี finite element แตผลการวิเคราะหยังมีความแตกตางกัน ซึ่งเปนผลจาก
กระบวนการแกไขปญหาของวิธีการทั้งสอง โดยประการแรกคือ การกําหนดเง่ือนไขขอบเขตของระบบ และประการ
สุดทายคือ การกําหนดความแมนยําของท้ังสองวิธีดวยจํานวนพจนของฟงกชั่นการเสียรูปและจํานวน element ของระบบ 
 
คําสําคัญ : แยกออกเปนชั้นๆ  วัสดุผสม  วิธีพลังงาน 
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Abstract 
The objective of the study was to investigate the deformation of laminated composite structures, like those in 

an aircraft, wind and hydro turbine blade, which were thin-walled laminated composite beam. A beam was derived the 
cross-sectional stiffness with the C continuous formulation which is considered the effect of deformation due to 
incorporation of warping deformation. The analytical technique of energy method, Rayleigh-Ritz Method, was used to 
predict the deformation of thin-walled laminated composite beams, as compared with the finite element method which 
was adopted for the transverse shear deformation. The results of numerical examples with open section I and closed 
section box beams under different loading conditions were compared with the results of experimental examples from the 
reference literatures. 
 
Keywords : laminate, composite materials, Rayleigh-Ritz method 
________________________________________________________________________________________________________________ 

 
1. บทนํา 
 ในการวิ เคราะหคานวัสดุผสมผนังบาง วิ ธี
พลังงานของ Rayleigh-Ritz เปนหนึ่งในกระบวนการ
วิ เ ค ร า ะ ห ก า ร เ สี ย รู ปข อ ง คา น  โ ด ย เริ่ ม จ า ก ก า ร
ต้ังสมมติฐานลักษณะการเสียรูปของระบบ โดยการสราง
ฟงกชั่นการเสียรูปของคาน (displacement function) ให
สอดคลองกับลักษณะการจับยึดและการรับภาระของ
คาน จากนั้นนํามาสรางสมการพลังงานของคาน (Strain 
energy) ซึ่งเปนคุณลักษณะเฉพาะของคานท่ีไดรับภาระ
แรงภายใตเงื่อนไขการจับยึดคานในลักษณะตางๆ โดย
ในข้ันตอนการสรางสมการพลังงานของคานจําเปนท่ี
จะตองทราบคาความแข็งเกร็งของหนาตัดขวางของคาน 
ซึ่งเปนคุณสมบัติเฉพาะของคานนั้นๆ ท้ังนี้สามารถหา
โดยการใชสมการ C continuous formulation (Sheikh 
and Thomsen, 2008) ซึ่ ง มี ท่ีม า จ าก  Laminated 
composite plates and shells theory  จากนั้นจึงแกสมการ
พลังงานเพ่ือหาสัมประสิทธ์ิของสมการการเสียรูปของ
คาน และทําการเปรียบเทียบผลการวิเตราะหการเสียรูป 

โดยวิธีพลังงานของ Rayleigh-Ritz กับวิธี finite element 
 
2. วัตถุประสงค 
 เพื่อวิเคราะหการเสียรูปของคานวัสดุผสมผนังบาง
ท่ีมีหนาตัดขวางแบบตัวไอและแบบกลองสี่ เหลี่ยม โดย
พิจารณาวิธีความแข็งเกร็งหนาตัดขวางกับวิธีพลังงานของ 
Rayleigh-Ritz ซึ่งสามารถนําไปพัฒนาการ 
วิ เคราะหแ ละออ กแบบโคร งสรางวัสดุผสม อาทิเชน 
โครงสรางอากาศยาน ใบพัดกังหันลม ใบพัดกังหันน้ํา ฯลฯ 
ตอไป 
 
3. อุปกรณและวิธีการ 
 ข้ันตอนหลักในการวิเคราะหเร่ิมจากการสราง
สมการพลังงานของระบบรวม ดังนี้ 

VU ~~~                  (1) 
เมื่อ U~ Strain energy ของระบบ (จูล) 
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 V~ พลังงานท่ีเกิดจากการกระทําจากแรง
ภายนอก (จูล) 
 ท้ังนี้ในการจะสรางสมการพลังงานของระบบ
นั้นจะตองใชตัวแปรการกระจัดที่ระนาบก่ึงกลางผนัง
ของคาน ซึ่งสามารถเขียนใหอยูในพิกัดแกนหลักดัง
แสดงในรูปภาพที่ 1 ไดดังนี้ 

'
xzy zyUu                  

(2) 
xrWVv   sincos               

(3) 
xqWVw   cossin               

(4) 
โดยที่   คือ สมการการบิด (Warping function) 
 yy dx

dV
  

 zz dx
dW

  

 y การหมุนหนาตัดของคานรอบแกน z 
(เรเดียน) 
 z การหมุนหนาตัดของคานรอบแกน y 
(เรเดียน) 

 
รูปภาพที่ 1 แสดงการวางแกนพิกัดและตัวแปรการกระจัดบนหนา
ตัดขวางของผนังของคานวัสดุผสมผนังบาง 
 
และตัวแปรการกระจัดบนตําแหนงใดๆบนผนังของคาน
สามารถเขียนไดดังนี้ 












 xnx
wnuu            (5) 














 sns
wnvv            (6) 

ww               (7) 
 สําหรับการเสียรูปเนื่องจากแรงเฉือนตามแนว
ขวาง สมมติให 0sn  และ  

 cossin zyxn           (8) 
เมื่อแทนคาสมการท่ี (2)-(4) และสมการที่ (8) ลงในสมการ
ท่ี (5)-(7) จะไดวา 

      'cossin xzy nqnznyUu                                                                                                                               
(9) 

  xnrWVv   sincos             (10) 
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xqWVw   cossin             
(11) 

เมื่อใชสมมติฐาน Plane strain condition  0s  และ 
Plane stress condition  0s  จะไดวา 

 
























































xn
xn

xs

x

x
v

s
u
x
u






             

(12) 
โดยที่ 

      ''''' cossin xzy nqnznyU
x
u  



'2sincos xzy s
rn

x
v

s
u  

















  

 cossin zyxn   
และสามารถเขียนสมการท่ี (12) ใหอยูรูป matrix ไดดังนี้ 

   H               
(13) 

เมื่อ

 





























































cossin0
sincos0

020

00
00cos
00sin
001

s
rn

nq
nz
ny

H T
 

   Zyxxzy

T
WVU   ''''''''

 ซึ่งความสัมพันธระหวาง stress และ strain ใน
แตละชั้นผิวของผนังคานวัสดุผสมมีดังนี้ (Reddy, 2004) 


















































xn

xs

x

xn

xs

x

Q
QQ
QQ









55

1116

1611

~00
0~~
0~~

            (14) 

เมื่อใชสมการท่ี (13) และ (14) จะไดสมการพลังงานของ
ระบบดังนี้ 

        dxFdvU
TT   

2
1

2
1~       (15) 

โดยท่ี          dsCdsdnHQHF T ~  

 

 s

cArds 2   

เมื่อ 
66

~Q
ds

s  

 
66

~Q
ds  

และ cA พื้นท่ีหนาตัดขวางท้ังหมดท่ีถูกลอมรอบดวย
เสนระนาบก่ึงกลางของผนังคาน (ตารางเมตร) 
 แตในคานหนาตัดขวางแบบเปดนั้น เราสามารถ
กําหนดให  rds  เทานั้น 
 พลังงานเนื่องจากแรงภายนอกที่กระทําตอระบบ
คือ 

 dAMMTWpVpUpV zyyzxzyx   ~   
          (16) 
เมื่อ p  = แรงกระทําบนพ้ืนผิวของระบบตอหนึ่งหนวย
พ้ืนท่ี (นิวตัน/ตารางเมตร) 
 T  = แรงบิด (นิวตันเมตร) 
 M = แรงดัด (นิวตันเมตร) 
 ในสวนของสมมติฐานการเสียรูปของคานนั้น เรา
กําหนดลักษณะการเสียรูปตามลักษณะการจับยึดและการ
รับภาระแรงในคานแตละประเภทดังนี้ 
simple-simple :

 
  







L
xAxw sin  
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clamped-clamped :
 
  















L
xAxw 2cos1  

cantilevered :   2Axxw   
 โดยที่  เปนฟงกชั่นท่ีใชเปนสมมติฐาน
แทนการกระจัดและองศาการดัด (U, V, W, , , 

) ท่ีจุด P ดังแสดงในรูปภาพที่ 1 
 ทฤษฎีพลังงานของ Rayleigh-Ritz มีดังตอไปนี้ 

0,...,0
1








iAA
 โดยท่ี ,...,1i  

 
4. ผลการวิจัย 
 ตัวอยางที่ 1 คานรูปตัวไอยาว 2.5 m มีจุด
รองรับแบบ simple-simple และรับแรงขวางกระจายตาม
ความยาวของคานขนาด 1 kN/m ซึ่งกระทําท่ี web ของ
คานรูปตัวไอ ดังแสดงในรูปภาพท่ี 2 โดยท่ีคานมีความ
ลึก 50 mm ความกวางของ flange 50 mm ความหนาของ
คานเทากันทั้ง web และ flange 2.08 mm โดยมีการวาง
เสนใยวัสดุในแนว [0/0]4s ในทุกชิ้นสวนของคาน และ
วัส ดุท่ีใชมี คุณสม บัติทางกล ดั งนี้  E1=53.78 GPa, 
E2=17.93 GPa, G12=8.96 GPa, G13=8.96 GPa, G23=3.45 
GPa และ v12=0.25 โดยท่ีผลการคํานวณและเปรียบเทียบ
การเสียรูปตามแนวด่ิงท่ีความยาวกึ่งกลางของคาน และ
องศาการดัดตัวตามแนวด่ิงท่ีจุดจับยึดของคานรูปตัวไอ 
แสดงไวในตารางที่  1 และคาการเสียรูปในแนวแกน
ตางๆของคานรูปตัวไอ แสดงไวในตารางที่ 2 
 

 
รูปภาพที่ 2 คานรูปตัวไอที่จับยึดแบบ simple-simple 

ตารางที่ 1 ตารางเปรียบเทียบผลการคํานวณการเสียรูปตามแนวดิ่งที่
ก่ึงกลางคาน และองศาการดัดตัวตามแนวดิ่งที่จุดจับยึดของคานรูปตัว
ไอที่จับยึดแบบ simple-simple 

วิธีการ 
W 

(เซนติเมตร) 
z  

(เรเดียน) 
Sheikh & Thomsen (finite 
element) 

6.264 0.0798 

Lee (finite element) 6.259  
Lee & Lee (finite element) 6.233  
Rayleigh-Ritz (energy method) 5.994 0.0765 
 
ตารางที่ 2 ตารางแสดงคาการเสียรูปในแนวแกนตางๆของคานรูปตัว
ไอที่จับยึดแบบ simple-simple โดยวิธีพลังงานของ Rayleigh-Ritz 
ฟงกชันการเสีย
รูป องศาการดัด

และการบิด 

จุดจับยึดที่
ตําแหนง 

x=0 
ก่ึงกลางคาน 

จุดจับยึดที่
ตําแหนง 

x=L 
U (เซนติเมตร) 0 0 0 
V (เซนติเมตร) 0 0 0 
W (เซนติเมตร) 0 5.994 0 

x  (เรเดียน) 0 0 0 

y  (เรเดียน) 0 0 0 

z  (เรเดียน) 0.0765 0 0.0765 

  
ตัวอยางท่ี 2 คานหนาตัดขวางรูปกลองสี่เหล่ียม

ยาว 1 m มีจุดรองรับแบบ clamped-clamped และรับแรง
ขวางกระจายตามความยาวของคานขนาด 6.5 kN/m ซึ่ง
กระทําท่ี web ขางใดขางหนึ่งของคานหนาตัดขวางรูปกลอง
สี่เหล่ียม ดังแสดงในรูปภาพท่ี 3 โดยท่ีคานมีความลึก 70 
mm ความกวางของ flange 50 mm ความหนาของคาน
เทากันท้ัง web และ flange 2 mm โดยมีการวางเสนใยวัสดุ
ในแนว (45/-45)2/(0/0)6/(45/-45)2 ในทุกชิ้นสวนของคาน 
และวัสดุท่ีใชมีคุณสมบัติทางกล ดังนี้ E1=148 GPa, E2=9.65 
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GPa, G12=G13=G23=4.55 GPa และ v12=0.3 โดยท่ีผลการ
คํานวณและเปรียบเทียบการเสียรูปตามแนวดิ่ง และองศา
การบิดตัวท่ีความยาวกึ่งกลางของคานรูปกลองสี่เหล่ียม 
แสดงไวในตารางที่  3 และคาการเสียรูปในแนวแกน
ตางๆของคานรูปกลองสี่เหลี่ยม แสดงไวในตารางท่ี 4 

 

 
รูปภาพที่ 3 คานหนาตัดขวางรูปกลองสี่ เหล่ียมที่จับยึดแบบ 
clamped-clamped 
 
ตารางที่ 3 ตารางเปรียบเทียบผลการคํานวณการเสียรูปตามแนวดิ่ง 
และองศาการบิดตัวที่ก่ึงกลางคานหนาตัดขวางรูปกลองสี่เหลี่ยมที่
จับยึดแบบ clamped-clamped 

วิธีการ W (มิลลิเมตร) x  (เรเดียน) 
Sheikh & Thomsen 
(finite element) 
G12=G13 

0.7811 0.0067 

Sheikh & Thomsen 
(finite element) 
G12=G13=G23 

0.4940 0.0067 

Vo & Lee (finite 
element) 

0.4940 0.0064 

Rayleigh-Ritz 
(energy method) 

0.4546 0.0055 

 
 
 
 

ตารางที่ 4 ตารางแสดงคาการเสียรูปในแนวแกนตางๆของคานรูป
กลองสี่ เห ล่ียมที่จับยึดแบบ clamped-clamped โดยวิธีพลังงานของ 
Rayleigh-Ritz 
ฟงกชันการเสีย
รูป องศาการดัด

และกาบิด 

จุดจับยึดที่
ตําแหนง 

x=0 
ก่ึงกลางคาน 

จุดจับยึดที่
ตําแหนง 

x=L 
U (มิลลิเมตร) 0 0 0 
V (มิลลิเมตร) 0 0 0 
W (มิลลิเมตร) 0 0.4546 0 

x  (เรเดียน) 0 0.0055 0 

y  (เรเดียน) 0 0 0 

z  (เรเดียน) 0 0 0 
 
5. การอภิปรายผล 
 เนื่องจากการวิเคราะหดวยวิธี finite element และ
วิธีพลังงานของ Rayleigh-Ritz มีข้ันตอนการสรางสมการ
พลังงานรวมของระบบท่ีเหมือนกัน แตกตางกันในสวนของ
วิธีการแกไขสมการพลังงานเพ่ือหาคําตอบ ผลการวิเคราะห
จึงสมควรท่ีจะตองมีความใกลเคียงกัน ดังนั้นจากผลการ
วิเคราะหดังตัวอยางขางตนพบวา ผลการวิเคราะหในแตละ
ตัวอยาง มี ท้ังใกล เคียงและแตกตางจากผลวิ เคราะหใน
เอกสารอางอิง (Sheikh and Thomsen, 2008) ซึ่งเปนผลจาก
การคํานวณโดยวิธี finite element 

อยางไรก็ตาม ความแมนยําของผลการวิเคราะห
ดวยวิธีพลังงานของ Rayleigh-Ritz ยังเปนผลมาจากจํานวน
พ จ น ขอ งฟ ง ก ชั่ น กา ร เสี ยรู ป  (displacement function) 
ในขณะที่ความแมนยําของวิธี finite element อยูที่การแบง
จํานวน element ของคานใหมีจํานวนมากข้ึน 
 
6. บทสรุป 
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 จากผลการวิเคราะหดังท่ีไดแสดง จะเห็นวา
วิธีการพลังงานของ Rayleigh-Ritz มีความแมนยําในการ
วิเคราะหระดับหนึ่งเมื่อเทียบกับวิธี finite element แตผล
การวิ เคราะห ยังมีความแ ตกตางกัน ซึ่ง เปนผ ลจาก
กร ะบว นการ แกไขปญหาขอ งวิธีการ ท้ังส อง โดย
ประการแรกคือ การกําหนดเงื่อนไขขอบเขตของระบบ 
และประการสุดทายคือ การกําหนดความแมนยําของทั้ง
สองวิธีดวยจํานวนพจนของฟงกชั่นการเสียรูปและ
จํานวน element ของระบบ 
 อยางไรก็ตาม เพ่ือใหผลการวิเคราะหดวยวิธี
พลังงานของ Rayleigh-Ritz มีความแมนยําตรงกับวิธี 
finite element จึงควรตองทําการวิเคราะหสาเหตุความ
แตกตางท้ังสองประการขางตนตอไป เพ่ือจะนําวิธีการ
วิ เคร าะ หโ ดยวิ ธีพ ลัง งา น ขอ ง  Rayleigh-Ritz ไ ป
ประยุกตใชกับการวิเคราะหความแข็งแรงโครงสรางวัสดุ
ผสมท่ีมีความซับซอนย่ิงข้ึน อาทิเชน โครงสรางอากาศ
ยาน ใบพัดกังหันประเภทตางๆ ฯลฯ ตอไป 
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