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บทคัดยอ 
 บทความนี้นําเสนอการวิเคราะหทางสถิตยศาสตร ของชั้นลามิเนทแผนบางพรอมคานเสริมความแข็งแรง สําหรับ
แบบจําลองโครงสรางของปกเคร่ืองบิน โดยใชวิธีการเรยลีย-ริทซ (Rayleigh-Ritz Method) ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิก 
(Classical Plate Theory, CPT) ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิกจะถูกกําหนดอยูบนทฤษฏีชั้นวัสดุผสม และใชฟงกชันกระจัด
แบบโพลิโนเมียลในการวเิคราะห โปรแกรมการวิเคราะหถูกสรางขึ้นเพ่ือใชในการวิเคราะหแผนชั้นลามิเนทแบบสี่เหล่ียม
คางหมูท่ีเสริมคานความแข็งแรงภายใตภาระความดันคงที่และจับยึดแบบแนนตรึงหนึ่งดาน ผลการวิเคราะหดวยวิธีการเรย
ลีย-ริทซ นี้สามารถนํามาใชเพ่ิมประสิทธิภาพสําหรับการประยุกตใชในการออกแบบปกโครงสรางเคร่ืองบินเบื้องตน โดย
การวิเคราะหชั้นลามิเนทนี้จะถูกใชคํานวณการโกงตัวและความเคนบนปกตัวอยาง ผลการคํานวณจะถูกนําไปเปรียบเทียบ
กับผลลัพธท่ีไดจากโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตโดยใชขอกําหนดเดียวกันเพื่อแสดงใหเห็นระดับความแมนยําของวิธีการนี้ 
 
คําสําคัญ : ชั้นวัสดุผสม  วิธีการเรยลีย-ริทซ  ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิก   
 
Abstract 
 This study aimed to feature the static analyses of laminated plates with stiffeners for modeling aircraft wing 
structure by using Rayleigh-Ritz method and Classical plate theory (CPT). The Classical plate theory is based on the 
composite laminated plate theory and a polynomial displacement function was used and applied in this analysis. A 
computational tool had been developed for stiffened trapezoidal plate analyses subjected to uniform pressure load and 
clamped-free boundary condition. This Rayleigh-Ritz solution can be used to optimize algorithms for application in the 
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preliminary aircraft wing structure design. This laminated plate analysis is used to calculate the static deflections and a 
model wing stresses. The numerical results are compared with the results from a finite element program at the same 
configuration to illustrate typical accuracy levels of this method. 
 
Keywords : composite plate, Rayleigh-Ritz method, classical plate theory 
_________________________________________________________________________________________________ 
 

1. บทนํา 
เทคโนโลยีการบินไดพัฒนาแบบกาวกระโดด 

เครื่องบินแบบใหมๆ ไดถูกสรางขึ้นอยางมากมาย ซึ่ง
โดยทั่วไปจะใชอะลูมิเนียมเปนวัสดุหลักในการสราง แต
ปจจุบันเทคโนโลยีวัสดุผสม (Composite material) ไดถูก
พั ฒน า ม าก ข้ึน  แ ล ะ ได ถูก นํ าไ ปใ ชใ น หล า กหล า ย
โครงสราง ซึ่งรวมท้ังในเคร่ืองบิน เพราะมีความแข็งแรง
แล ะ น้ํ า หนัก เบาเหมา ะส ม กับกา รใช ใน โ คร งส รา ง
เครื่องบิน 

การวิจัยในคร้ังนี้จะวิเคราะห ความแข็งแรงของ
โครงสรางหลักของปกเคร่ืองบินท่ีสรางจากวัสดุผสมเพ่ือ
การออกแบบใหมีความแข็งแรง โดยจะวิ เคราะหทาง
สถิตยศาสตร  (Static) เปนหลักเพ่ือศึกษาความเคนท่ี
เ กิดขึ้น ภายในข องโ ครง สร าง  แ ละ การ เสีย รูปขอ ง
โครงสรางเมื่อไดรับภาระแรงดัน โดยวิเคราะหแผนชั้นลา
มิเนทวัสดุผสมของปกเครื่องบินพรอมคานเสริมความ
แข็งแรงซึ่งเปรียบเสมือนผิวและคานโครงสรางหลักของ
ปก (Spar) จําลองใหมีรูปรางคลายกับโครงสรางปก
เคร่ืองบิน ใชการวิ เคราะหโครงสรางกลองวัสดุผสม 
(McCarthy et al., 1997) ในการวิเคราะหโดยการเขียน
โปรแกรมการวิ เคราะหดวยโปรแกรมวิ เคราะหทาง
คณิตศาสตร และนําผลการวิเคราะหท่ีได เปรียบเทียบกับ
โปรแกรมไฟไนทเอลิเมนต (Finite element Program) เพ่ือ

ตรวจสอบความถูกตองท้ังการเสียรูปของโครงสราง และ
วิเคราะหความแข็งแรงของชั้นวัสดุผสม 

 
2. วัตถุประสงค 
 1. วิเคราะหความแข็งแรงของโครงสรางหลัก 
และการเสียรูปของปกเคร่ืองบินซึ่งสรางจากวัสดุผสม โดย
วิธีการเรยลีย-ริทซ และทฤษฎีแผนบางแบบคลาสสิกโดยมี
ภาระแรงดัน (Pressure load) กระทําคงท่ี โดยวิเคราะห
ของโครงสรางปกเคร่ืองบิน ทั้งไมเสริมคานความแข็งแรง
ลึะเสริมคานเสริมความแข็งแรง 

2. นําผลท่ีไดเปรียบเทียบกับผลของโปรแกรม
ไฟไนทเอลิเมนต เพื่อตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธ 

 
3. อุปกรณและวิธีการ 

 
รูปภาพที่ 1 โครงสรางเสมือนของปกเคร่ืองบินที่นํามาวิเคราะห 
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 วิธีการเรยลีย -ริทซและทฤษฎีแผนบางแบบ
คลาสสิก ท่ีนํามาใชวิเคราะหความแข็งแรงและการเสียรูป
ตองการรูพลังงานท้ังหมดของระบบ ดังรูปภาพที่ 1 ซึ่ง
เปรียบเสมือนโครงสรางของปกเคร่ืองบิน และคานเสริม
ความแข็งแรงจะถูกใชเปนคานโครงสรางหลักของปก
ดานหนา, หลังและเสริมความแข็งแรงในดานตางๆ ท่ี
ตองการ โดยขอบเขตจะถูกกําหนดใหเปนไปตามฟงกชัน
การเสียรูปแบบโพลิโนเมียล ซึ่งวิธีวิเคราะหจะถูกอธิบาย
ดังหัวขอตอไปนี้ 
 
3.1 พลังงานของชั้นวัสดุผสมพรอมคานเสริมความ
แข็งแรง (Strain Energy of Plate) 
 พลังงานของชั้นวัสดุผสม (Strain energy of 
composite Laminated plate) (Akavci et al.,, 2007) จะถูก
กําหนดให เปนไปตามสภาวะความเคนแบบระน าบ 
(Plane-stress condition) โดยจะเปนไปตามสมการที่ 1 

 
โด ย   คือ พ ลั งง านข อ งชั้น วั สดุ ผ ส ม 

 คือค วาม เคนแล ะ คว าม เค นเฉือ นแ ล ะ 
ความเครียดและความเครียดเฉือนซึ่งทฤษฎี

แผนบางแบบคลาสสิกจะกําหนดฟงกชันของความเครียด
ตามสมการที่ 2 

 

 

 
 
โดย  และ  คือการเคล่ือนท่ีในแกน 

และ  ตามลําดับ,  และ  คือความเคนในแนว
ระนาบอางอิง (โดยท่ัวไปคือระนาบกลาง), 
คือความโคงในแนวระนาบ 

จากความสัมพันธท้ังหมดสามารถเขียนสมการ
พลังงานของชั้นวัสดุผสมไดตามสมการท่ี 3 

 

 

 
 
โดย  คือสัมประสิทธิ์เฉพาะของ

ชั้นวัสดุผสม,  คือคาเมตริกซสติฟเนสของวัสดุผสม 
(Composite Stiffness Matrix) (Kollor and Springer, 
2003)  คือ จํานวนชั้นของวัสดุผสม 

พลังงานของคานเสริมความแข็งแรง (Strain 
Energy of Stiffeners) จะถูกกําหนดตามสมการที่ 4 
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และพลังงานศักย (Potential energy) ของแรงดัน 

ตามสมการที่ 5 

 
 
ดังนั้นพลังงานศักยเบ็ดเสร็จ (Total Potential 

Energy, )ชั้นวัสดุผสมพรอมคานเสริมความแข็งแรง 
เกิดจากการรวมพลังงานท้ังหมดในระบบ จะไดดังสมการ
ท่ี 6 

 
 
โดยการวิเคราะหดวยวิธีการเรยลีย-ริทซ (Reddy, 

2002) ตองเลือกฟงกชันกระจัดซึ่งประกอบดวยตัวแปร 
 ซึ่งเปนตัวแปรท่ีบอกการรูปรางของฟงกชันนั้นๆ และ

ตองมีความเหมาะสมกับขอบเขตท่ีตองการวิ เคราะห 
จากนั้นทําการหาอนุพันธเทียบกับตัวแปรไมทราบคา
กําหนดใหมีคาเทากับ 0 ซึ่งไปตามสมาการท่ี 7 

 

 
 
สุดทายจะไดเมตริกซของตัวแปรท้ังหมดมีคา

เทากับ 0 สมการที่ 8 ซึ่งสามารถหาคาตัวแปรท้ังหมดได 
 

 

3.2 ฟงกชันการการกระจัด (Displacement  function) 
การเลือกฟงกชันจะเลือกฟงกชันการกระจัดแบบ

โพลิโนเมียลแบบยึดแนนตรึงหนึ่งดาน ซึ่งเปนไปตาม
สมการท่ี 9 

 
 

โดย  คือตัวแปรจากฟงกชันการกระจัดท่ีจะ
ถูกแกดวยวิธกีารเรยลีย-ริทซ 
 
3.3 แบบจําลองของปกและการเปลี่ยนแกนอางอิง 

รูปจํ าลอ งขอ งปกจะใช รูปสี่ เหลี่ ยมคางหมู 
(Giles, 1994), ตามรูปภาพท่ี 2 ซึ่งคานเสริมความแข็งแรง
จะถูกกําหนดใหอยูระยะระหวาง (x1,y1) และ (x2,y2) และ
จะเปล่ียนแกนอางอิงสําหรับแบบจําลองของปกจากแกน 
x-y ใหเปนแกน -  ซึ่งเปนแกนอางอิงบนพ้ืนที่สี่เหล่ียม
คางหมูโดยสมการที่ 10 

 

 
 
สําหรับคานเสริมความแข็งแรงกําหนดใหมี

ความยาวเปน Ls และพ้ืนท่ีหนาตัดเปน As และเปล่ียนแกน
อางอิงใหอยูในแนวแกนระหวาง (x1,y1) และ (x2,y2) โดย
เปนไปตามสมการที่ 11 
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โดยฟงกชันของการกระจัดตลอดแนวความยาว
ของคานเสริมความแข็งแรงตามสมการที่ 12 

 

 
 

 
รูปภาพท่ี 2 แบบจําลองของปกและแกนอางอิง 
 
4. ผลการวิจัยและขอวิจารณ  
 การวิเคราะหปกดังตัวอยางในรูปภาพท่ี 3 โดย
แบงการวิ เคราะหออกเปน 4 ตัวอยางท่ีมีโครงสราง
แตกตางกัน คานโครงสรางหลักของปกดานหนาหลังและ
คา นเสริ มค วาม แ ข็ง แร ง ให ทํา จา กอ ะลู มิ เนียมโ ดย
คุณสมบัติทางกลของวัสดุใหเปนไปตามตารางท่ี 1 โดย
โครงสรางมีการรับภาระแรงดันคงท่ี ท่ี 1000 N/m2 

 
 
 
 

ตารางที่ 1 คุณสมบัติของวัสดุ 
ชั้นวัสดุผสม  
Lay-up 
E1   (GPa) 
E2   (GPa) 
G12 (GPa) 
v12  
ความหนาของขั้นวัสด ุ(mm) 

[02 / 452 / 902 / 452] 
148 
9.65 
4.55 
0.3 
0.1 

คานเสริมความแข็งแรง  
พื้นที่หนาตัด: h x t (mm) 
Modulus of elasticity 
Poisson’s ratio 

20 x 2 
73.1 
0.33 

 

 
รูปภาพที่ 3 ปกตัวอยางและภาพหนาตัดของปกตัวอยาง 
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ผลการวิเคราะหการโกงตัวโดยทําการพล็อตการ 
โกงตัวท่ีชายหนา (Leading Edge) ตามรูปภาพท่ี 4 ซึ่ง
แสดงผลเปรียบเทียบระหวางวิธีการเรยลีย-ริทซ และการ
คํานวณจากโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนต โดยทุกตัวอยางมี
ผลความแมนยําท่ีดีมาก โดยตัวอยางท่ี 2 มีการโกงตัว
ลดลงเมื่อเทียบกับปกตัวอยางท่ี 1 เนื่องจากการเสริมความ
เสริมความแข็งแรง และมีผลในทิศทางเดียวกันเหมือน
ตัวอยางท่ี 3 และ 4 รูปภาพที่ 5 แสดงใหเห็นถึงการโกงตัว
บริเวณปลายปกของปกตัวอยางซึ่งมีความแมนยําเปนไป
ใน ทิศ ทางเ ดียว กันกับผ ลกา รโ กงตัวใน รูปภา พท่ี 4 

รูปภาพที่ 4 เปรียบเทียบการโกงตัวที่ตําแหนงกระชายหนา 

 
รูปภาพที่ 5 เปรียบเทียบการโกงตัวบริเวณปลายปก 

ตารางที่ 2 ผลการเปรียบเทียบความเคนที่โคนปกตัวอยาง 

 
 ผลการวิเคราะหความเคนจะทําการพล็อตความ
ความเคนแนวแกน x และ y ท่ีบริเวณโคนปกเปรียบเทียบ
วิธีการเรยลีย-ริทซ และคํานวณจากโปรแกรมไฟไนทเอลิ
เมนตเชนกัน โดยพบวาชั้นวัสดุผสมมีความแตกตางของ
ความเครียดท้ัง 2 แนวแกนไมเกิน 5% ยกเวนแตสวนท่ี
เสริมคานความแข็งแรงทั้งคานโครงสรางหลักของปก

x/a (Pa)  (Pa)  Error(%) 
Case I Ritz Finite Ritz Finite  

0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

2.00E5 
6.57E6 
7.09E6 
4.26E6 
2.11E5 

7.91E5 
6.29E6 
6.77E6 
4.06E6 
6.77E5 

6.67E5 
2.19E7 
2.36E7 
1.42E7 
7.02E5 

2.63E6 
2.11E7 
2.26E7 
1.37E7 
2.29E6 

74.71 
4.35 
4.42 
4.61 
68.90 

Case II      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.19E5 
1.23E6 
3.76E5 
1.31E6 
1.22E5 

4.54E5 
1.24E6 
2.40E5 
1.33E6 
4.08E5 

3.96E5 
4.10E6 
1.25E6 
4.35E6 
4.06E5 

1.52E6 
4.21E6 
8.15E5 
4.34E6 
1.36E6 

73.83 
0.93 
36.12 
1.89 
70.10 

Case III      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.93E5 
3.67E6 
5.51E6 
4.33E6 
150E5 

7.06E5 
3.54E6 
5.31E6 
4.22E6 
5.50E5 

6.42E5 
1.22E7 
1.84E7 
1.44E7 
5.01E5 

2.35E6 
1.17E7 
1.76E7 
1.39E7 
1.64E6 

72.71 
3.60 
3.66 
2.57 
72.71 

Case IV      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.01E5 
1.82E5 
9.71E5 
1.68E5 
7.74E4 

3.78E5 
1.98E4 
9.79E5 
5.62E3 
2.44E5 

3.38E5 
6.08E5 
3.24E6 
5.61E5 
2.58E5 

1.30E6 
9.90E4 
3.39E6 
1.07E5 
7.98E5 

73.18 
89.17 
0.76 
96.66 
68.26 มห
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ดานหนา, ดานหลัง มีความผิดพลาดสูงมาก ดังในตารางท่ี 
2 ซึ่งความผิดพลาดอาจเปนผลมาจากวิธีการเรยลีย-ริทซไม
สามารถวิเคราะห ผลจากความเคนตามเฉือนตามขวาง 
(Transverse shear stress) และผลจากความเคนผิวสัมผัส
(Contact Stress) 
 
5. บทสรุป 
 กา รร วิ เค ราะ ห ดว ย วิธีการ เร ย ลี ย -ริทซ นั้ น
สามารถใหผลการโกงตัวที่แมนยําสูงเมื่อเทียบกับการทํา
ไฟไนทเอลิเมนตซึ่งสามารถเอาไปใชในการออกแบบปก
เครื่องบินเบ้ืองตนได แตอยางไรก็ดีในแงของการวิเคราะห
ความแข็งแรงแลวยังมีความผิดพลาดอยูสูง สาเหตุอาจมา
จากวิธีการเรยลีย-ริทซ ไมสามารถวิเคราะหผลจากความ
เคนตามเฉือนตามขวาง และผลจากความเคนผิวสัมผัสและ
ยังอาจจะมีสาเหตุอ่ืนๆ ซึ่งวิธีการวิเคราะหในบทความนี้ยัง
ตองศึกษาและพัฒนาวิธีการเพ่ือพัฒนาความถูกตองของผล
การวิเคราะหตอไป 
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