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บทคัดยอ 
 บทความนี้นําเสนอการวิเคราะหทางสถิตยศาสตร ของชั้นลามิเนทแผนบางพรอมคานเสริมความแข็งแรง สําหรับ
แบบจําลองโครงสรางของปกเคร่ืองบิน โดยใชวิธีการเรยลีย-ริทซ (Rayleigh-Ritz Method) ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิก 
(Classical Plate Theory, CPT) ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิกจะถูกกําหนดอยูบนทฤษฏีชั้นวัสดุผสม และใชฟงกชันกระจัด
แบบโพลิโนเมียลในการวเิคราะห โปรแกรมการวิเคราะหถูกสรางขึ้นเพ่ือใชในการวิเคราะหแผนชั้นลามิเนทแบบสี่เหล่ียม
คางหมูท่ีเสริมคานความแข็งแรงภายใตภาระความดันคงที่และจับยึดแบบแนนตรึงหนึ่งดาน ผลการวิเคราะหดวยวิธีการเรย
ลีย-ริทซ นี้สามารถนํามาใชเพ่ิมประสิทธิภาพสําหรับการประยุกตใชในการออกแบบปกโครงสรางเคร่ืองบินเบื้องตน โดย
การวิเคราะหชั้นลามิเนทนี้จะถูกใชคํานวณการโกงตัวและความเคนบนปกตัวอยาง ผลการคํานวณจะถูกนําไปเปรียบเทียบ
กับผลลัพธท่ีไดจากโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนตโดยใชขอกําหนดเดียวกันเพื่อแสดงใหเห็นระดับความแมนยําของวิธีการนี้ 
 
คําสําคัญ : ชั้นวัสดุผสม  วิธีการเรยลีย-ริทซ  ทฤษฏีแผนบางแบบคลาสสิก   
 
Abstract 
 This study aimed to feature the static analyses of laminated plates with stiffeners for modeling aircraft wing 
structure by using Rayleigh-Ritz method and Classical plate theory (CPT). The Classical plate theory is based on the 
composite laminated plate theory and a polynomial displacement function was used and applied in this analysis. A 
computational tool had been developed for stiffened trapezoidal plate analyses subjected to uniform pressure load and 
clamped-free boundary condition. This Rayleigh-Ritz solution can be used to optimize algorithms for application in the 
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preliminary aircraft wing structure design. This laminated plate analysis is used to calculate the static deflections and a 
model wing stresses. The numerical results are compared with the results from a finite element program at the same 
configuration to illustrate typical accuracy levels of this method. 
 
Keywords : composite plate, Rayleigh-Ritz method, classical plate theory 
_________________________________________________________________________________________________ 
 

1. บทนํา 
เทคโนโลยีการบินไดพัฒนาแบบกาวกระโดด 

เครื่องบินแบบใหมๆ ไดถูกสรางขึ้นอยางมากมาย ซึ่ง
โดยทั่วไปจะใชอะลูมิเนียมเปนวัสดุหลักในการสราง แต
ปจจุบันเทคโนโลยีวัสดุผสม (Composite material) ไดถูก
พั ฒน า ม าก ข้ึน  แ ล ะ ได ถูก นํ าไ ปใ ชใ น หล า กหล า ย
โครงสราง ซึ่งรวมท้ังในเคร่ืองบิน เพราะมีความแข็งแรง
แล ะ น้ํ า หนัก เบาเหมา ะส ม กับกา รใช ใน โ คร งส รา ง
เครื่องบิน 

การวิจัยในคร้ังนี้จะวิเคราะห ความแข็งแรงของ
โครงสรางหลักของปกเคร่ืองบินท่ีสรางจากวัสดุผสมเพ่ือ
การออกแบบใหมีความแข็งแรง โดยจะวิ เคราะหทาง
สถิตยศาสตร  (Static) เปนหลักเพ่ือศึกษาความเคนท่ี
เ กิดขึ้น ภายในข องโ ครง สร าง  แ ละ การ เสีย รูปขอ ง
โครงสรางเมื่อไดรับภาระแรงดัน โดยวิเคราะหแผนชั้นลา
มิเนทวัสดุผสมของปกเครื่องบินพรอมคานเสริมความ
แข็งแรงซึ่งเปรียบเสมือนผิวและคานโครงสรางหลักของ
ปก (Spar) จําลองใหมีรูปรางคลายกับโครงสรางปก
เคร่ืองบิน ใชการวิ เคราะหโครงสรางกลองวัสดุผสม 
(McCarthy et al., 1997) ในการวิเคราะหโดยการเขียน
โปรแกรมการวิ เคราะหดวยโปรแกรมวิ เคราะหทาง
คณิตศาสตร และนําผลการวิเคราะหท่ีได เปรียบเทียบกับ
โปรแกรมไฟไนทเอลิเมนต (Finite element Program) เพ่ือ

ตรวจสอบความถูกตองท้ังการเสียรูปของโครงสราง และ
วิเคราะหความแข็งแรงของชั้นวัสดุผสม 

 
2. วัตถุประสงค 
 1. วิเคราะหความแข็งแรงของโครงสรางหลัก 
และการเสียรูปของปกเคร่ืองบินซึ่งสรางจากวัสดุผสม โดย
วิธีการเรยลีย-ริทซ และทฤษฎีแผนบางแบบคลาสสิกโดยมี
ภาระแรงดัน (Pressure load) กระทําคงท่ี โดยวิเคราะห
ของโครงสรางปกเคร่ืองบิน ทั้งไมเสริมคานความแข็งแรง
ลึะเสริมคานเสริมความแข็งแรง 

2. นําผลท่ีไดเปรียบเทียบกับผลของโปรแกรม
ไฟไนทเอลิเมนต เพื่อตรวจสอบความถูกตองของผลลัพธ 

 
3. อุปกรณและวิธีการ 

 
รูปภาพที่ 1 โครงสรางเสมือนของปกเคร่ืองบินที่นํามาวิเคราะห 
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 วิธีการเรยลีย -ริทซและทฤษฎีแผนบางแบบ
คลาสสิก ท่ีนํามาใชวิเคราะหความแข็งแรงและการเสียรูป
ตองการรูพลังงานท้ังหมดของระบบ ดังรูปภาพที่ 1 ซึ่ง
เปรียบเสมือนโครงสรางของปกเคร่ืองบิน และคานเสริม
ความแข็งแรงจะถูกใชเปนคานโครงสรางหลักของปก
ดานหนา, หลังและเสริมความแข็งแรงในดานตางๆ ท่ี
ตองการ โดยขอบเขตจะถูกกําหนดใหเปนไปตามฟงกชัน
การเสียรูปแบบโพลิโนเมียล ซึ่งวิธีวิเคราะหจะถูกอธิบาย
ดังหัวขอตอไปนี้ 
 
3.1 พลังงานของชั้นวัสดุผสมพรอมคานเสริมความ
แข็งแรง (Strain Energy of Plate) 
 พลังงานของชั้นวัสดุผสม (Strain energy of 
composite Laminated plate) (Akavci et al.,, 2007) จะถูก
กําหนดให เปนไปตามสภาวะความเคนแบบระน าบ 
(Plane-stress condition) โดยจะเปนไปตามสมการที่ 1 

 
โด ย   คือ พ ลั งง านข อ งชั้น วั สดุ ผ ส ม 

 คือค วาม เคนแล ะ คว าม เค นเฉือ นแ ล ะ 
ความเครียดและความเครียดเฉือนซึ่งทฤษฎี

แผนบางแบบคลาสสิกจะกําหนดฟงกชันของความเครียด
ตามสมการที่ 2 

 

 

 
 
โดย  และ  คือการเคล่ือนท่ีในแกน 

และ  ตามลําดับ,  และ  คือความเคนในแนว
ระนาบอางอิง (โดยท่ัวไปคือระนาบกลาง), 
คือความโคงในแนวระนาบ 

จากความสัมพันธท้ังหมดสามารถเขียนสมการ
พลังงานของชั้นวัสดุผสมไดตามสมการท่ี 3 

 

 

 
 
โดย  คือสัมประสิทธิ์เฉพาะของ

ชั้นวัสดุผสม,  คือคาเมตริกซสติฟเนสของวัสดุผสม 
(Composite Stiffness Matrix) (Kollor and Springer, 
2003)  คือ จํานวนชั้นของวัสดุผสม 

พลังงานของคานเสริมความแข็งแรง (Strain 
Energy of Stiffeners) จะถูกกําหนดตามสมการที่ 4 
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และพลังงานศักย (Potential energy) ของแรงดัน 

ตามสมการที่ 5 

 
 
ดังนั้นพลังงานศักยเบ็ดเสร็จ (Total Potential 

Energy, )ชั้นวัสดุผสมพรอมคานเสริมความแข็งแรง 
เกิดจากการรวมพลังงานท้ังหมดในระบบ จะไดดังสมการ
ท่ี 6 

 
 
โดยการวิเคราะหดวยวิธีการเรยลีย-ริทซ (Reddy, 

2002) ตองเลือกฟงกชันกระจัดซึ่งประกอบดวยตัวแปร 
 ซึ่งเปนตัวแปรท่ีบอกการรูปรางของฟงกชันนั้นๆ และ

ตองมีความเหมาะสมกับขอบเขตท่ีตองการวิ เคราะห 
จากนั้นทําการหาอนุพันธเทียบกับตัวแปรไมทราบคา
กําหนดใหมีคาเทากับ 0 ซึ่งไปตามสมาการท่ี 7 

 

 
 
สุดทายจะไดเมตริกซของตัวแปรท้ังหมดมีคา

เทากับ 0 สมการที่ 8 ซึ่งสามารถหาคาตัวแปรท้ังหมดได 
 

 

3.2 ฟงกชันการการกระจัด (Displacement  function) 
การเลือกฟงกชันจะเลือกฟงกชันการกระจัดแบบ

โพลิโนเมียลแบบยึดแนนตรึงหนึ่งดาน ซึ่งเปนไปตาม
สมการท่ี 9 

 
 

โดย  คือตัวแปรจากฟงกชันการกระจัดท่ีจะ
ถูกแกดวยวิธกีารเรยลีย-ริทซ 
 
3.3 แบบจําลองของปกและการเปลี่ยนแกนอางอิง 

รูปจํ าลอ งขอ งปกจะใช รูปสี่ เหลี่ ยมคางหมู 
(Giles, 1994), ตามรูปภาพท่ี 2 ซึ่งคานเสริมความแข็งแรง
จะถูกกําหนดใหอยูระยะระหวาง (x1,y1) และ (x2,y2) และ
จะเปล่ียนแกนอางอิงสําหรับแบบจําลองของปกจากแกน 
x-y ใหเปนแกน -  ซึ่งเปนแกนอางอิงบนพ้ืนที่สี่เหล่ียม
คางหมูโดยสมการที่ 10 

 

 
 
สําหรับคานเสริมความแข็งแรงกําหนดใหมี

ความยาวเปน Ls และพ้ืนท่ีหนาตัดเปน As และเปล่ียนแกน
อางอิงใหอยูในแนวแกนระหวาง (x1,y1) และ (x2,y2) โดย
เปนไปตามสมการที่ 11 
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โดยฟงกชันของการกระจัดตลอดแนวความยาว
ของคานเสริมความแข็งแรงตามสมการที่ 12 

 

 
 

 
รูปภาพท่ี 2 แบบจําลองของปกและแกนอางอิง 
 
4. ผลการวิจัยและขอวิจารณ  
 การวิเคราะหปกดังตัวอยางในรูปภาพท่ี 3 โดย
แบงการวิ เคราะหออกเปน 4 ตัวอยางท่ีมีโครงสราง
แตกตางกัน คานโครงสรางหลักของปกดานหนาหลังและ
คา นเสริ มค วาม แ ข็ง แร ง ให ทํา จา กอ ะลู มิ เนียมโ ดย
คุณสมบัติทางกลของวัสดุใหเปนไปตามตารางท่ี 1 โดย
โครงสรางมีการรับภาระแรงดันคงท่ี ท่ี 1000 N/m2 

 
 
 
 

ตารางที่ 1 คุณสมบัติของวัสดุ 
ชั้นวัสดุผสม  
Lay-up 
E1   (GPa) 
E2   (GPa) 
G12 (GPa) 
v12  
ความหนาของขั้นวัสด ุ(mm) 

[02 / 452 / 902 / 452] 
148 
9.65 
4.55 
0.3 
0.1 

คานเสริมความแข็งแรง  
พื้นที่หนาตัด: h x t (mm) 
Modulus of elasticity 
Poisson’s ratio 

20 x 2 
73.1 
0.33 

 

 
รูปภาพที่ 3 ปกตัวอยางและภาพหนาตัดของปกตัวอยาง 
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ผลการวิเคราะหการโกงตัวโดยทําการพล็อตการ 
โกงตัวท่ีชายหนา (Leading Edge) ตามรูปภาพท่ี 4 ซึ่ง
แสดงผลเปรียบเทียบระหวางวิธีการเรยลีย-ริทซ และการ
คํานวณจากโปรแกรมไฟไนทเอลิเมนต โดยทุกตัวอยางมี
ผลความแมนยําท่ีดีมาก โดยตัวอยางท่ี 2 มีการโกงตัว
ลดลงเมื่อเทียบกับปกตัวอยางท่ี 1 เนื่องจากการเสริมความ
เสริมความแข็งแรง และมีผลในทิศทางเดียวกันเหมือน
ตัวอยางท่ี 3 และ 4 รูปภาพที่ 5 แสดงใหเห็นถึงการโกงตัว
บริเวณปลายปกของปกตัวอยางซึ่งมีความแมนยําเปนไป
ใน ทิศ ทางเ ดียว กันกับผ ลกา รโ กงตัวใน รูปภา พท่ี 4 

รูปภาพที่ 4 เปรียบเทียบการโกงตัวที่ตําแหนงกระชายหนา 

 
รูปภาพที่ 5 เปรียบเทียบการโกงตัวบริเวณปลายปก 

ตารางที่ 2 ผลการเปรียบเทียบความเคนที่โคนปกตัวอยาง 

 
 ผลการวิเคราะหความเคนจะทําการพล็อตความ
ความเคนแนวแกน x และ y ท่ีบริเวณโคนปกเปรียบเทียบ
วิธีการเรยลีย-ริทซ และคํานวณจากโปรแกรมไฟไนทเอลิ
เมนตเชนกัน โดยพบวาชั้นวัสดุผสมมีความแตกตางของ
ความเครียดท้ัง 2 แนวแกนไมเกิน 5% ยกเวนแตสวนท่ี
เสริมคานความแข็งแรงทั้งคานโครงสรางหลักของปก

x/a (Pa)  (Pa)  Error(%) 
Case I Ritz Finite Ritz Finite  

0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

2.00E5 
6.57E6 
7.09E6 
4.26E6 
2.11E5 

7.91E5 
6.29E6 
6.77E6 
4.06E6 
6.77E5 

6.67E5 
2.19E7 
2.36E7 
1.42E7 
7.02E5 

2.63E6 
2.11E7 
2.26E7 
1.37E7 
2.29E6 

74.71 
4.35 
4.42 
4.61 
68.90 

Case II      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.19E5 
1.23E6 
3.76E5 
1.31E6 
1.22E5 

4.54E5 
1.24E6 
2.40E5 
1.33E6 
4.08E5 

3.96E5 
4.10E6 
1.25E6 
4.35E6 
4.06E5 

1.52E6 
4.21E6 
8.15E5 
4.34E6 
1.36E6 

73.83 
0.93 
36.12 
1.89 
70.10 

Case III      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.93E5 
3.67E6 
5.51E6 
4.33E6 
150E5 

7.06E5 
3.54E6 
5.31E6 
4.22E6 
5.50E5 

6.42E5 
1.22E7 
1.84E7 
1.44E7 
5.01E5 

2.35E6 
1.17E7 
1.76E7 
1.39E7 
1.64E6 

72.71 
3.60 
3.66 
2.57 
72.71 

Case IV      
0 
0.25 
0.5 
0.75 
1 

1.01E5 
1.82E5 
9.71E5 
1.68E5 
7.74E4 

3.78E5 
1.98E4 
9.79E5 
5.62E3 
2.44E5 

3.38E5 
6.08E5 
3.24E6 
5.61E5 
2.58E5 

1.30E6 
9.90E4 
3.39E6 
1.07E5 
7.98E5 

73.18 
89.17 
0.76 
96.66 
68.26 มห
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ดานหนา, ดานหลัง มีความผิดพลาดสูงมาก ดังในตารางท่ี 
2 ซึ่งความผิดพลาดอาจเปนผลมาจากวิธีการเรยลีย-ริทซไม
สามารถวิเคราะห ผลจากความเคนตามเฉือนตามขวาง 
(Transverse shear stress) และผลจากความเคนผิวสัมผัส
(Contact Stress) 
 
5. บทสรุป 
 กา รร วิ เค ราะ ห ดว ย วิธีการ เร ย ลี ย -ริทซ นั้ น
สามารถใหผลการโกงตัวที่แมนยําสูงเมื่อเทียบกับการทํา
ไฟไนทเอลิเมนตซึ่งสามารถเอาไปใชในการออกแบบปก
เครื่องบินเบ้ืองตนได แตอยางไรก็ดีในแงของการวิเคราะห
ความแข็งแรงแลวยังมีความผิดพลาดอยูสูง สาเหตุอาจมา
จากวิธีการเรยลีย-ริทซ ไมสามารถวิเคราะหผลจากความ
เคนตามเฉือนตามขวาง และผลจากความเคนผิวสัมผัสและ
ยังอาจจะมีสาเหตุอ่ืนๆ ซึ่งวิธีการวิเคราะหในบทความนี้ยัง
ตองศึกษาและพัฒนาวิธีการเพ่ือพัฒนาความถูกตองของผล
การวิเคราะหตอไป 
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