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บทคัดยอ 

 งานวิจัยท่ีเก่ียวของกับการทรงตัวไดมีนักวิจัยจํานวนมากทําการศึกษาไวในหลายงานวิจัย อาทิเชน ลูกตุมผกผัน  
ลูกตุมผกผันแบบหมุนและอื่นๆ งานวิจัยเหลานี้เปนพื้นฐานในการพัฒนาของงานวิจัยนี้ ซึ่งมีวัตถุประสงคเพ่ือหาโมเดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล โดยการใชสมการลากรานจเขามาชวยในการคํานวณ โดยที่โมเดลทาง
คณิตศาสตรจะรวมโมเดลของมอเตอรเขามาดวย โมเดลทางคณิตศาสตรจะถูกนํามาออกแบบตัวควบคุมเพ่ือควบคุมให
หุนยนตสามารถเลี้ยงตัวอยูไดบนลอแบบบอล ตัวควบคุมท่ีใชคือตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะและใช Linear Quadratic 
Regulator (LQR) มาชวยในการควบคุม โดยโปรแกรม MATLAB/Simulink จะถูกนํามาจําลองการทํางานและทดสอบตัว
ควบคุมท่ีออกแบบไว จากผลการทดลองจะเห็นไดวาตัวควบคุมที่ออกแบบไวสามารถควบคุมใหหุนยนตสามารถทรงตัวอยู
บนลอแบบบอลได 

   
คําสําคัญ : หุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล  โมเดลทางคณิตศาสตร  ตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะ 
  
Abstract 

 Many pieces of research related to stabilization topic such as inverse pendulum, rotary inverse pendulum, and 
etc. have been conducted by many researchers. This research was conducted base on those researches. The purpose of 
this research was to find the model of a self–balance mobile robot on the ball including the motor model. The State 
Feedback algorithm and Linear Quadratic Regulator (LQR) was used to stabilize the mobile robot on the ball by 
simulating on MATLAB/Simulink software. The simulation results showed that the designed controller can control and 
balance the mobile robot on the ball. 

 
Keywords : stabilization, mobile robot, Linear Quadratic Regulator 
________________________________________________________________________________________________________________
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1. บทนํา
ในปจจุบันไดมีการนําหุนยนตเขามาใชใน

ชีวิตประจําวันของมนุษยเพ่ิมมากขึ้น ไมวาจะเปนใน
ดานอุตสาหกรรม ดานการแพทย ดานการวิจัย ดานการ
บันเทิงหรืออื่นๆ ซึ่งมีทั้งแบบท่ีเคลื่อนที่ไดและเคล่ือนท่ี
ไมไดแตเคล่ือนไหวได ซึ่งโดยสวนใหญแบบที่เคล่ือนท่ี
ไมไดแตเคลื่อนไหวไดจะใชในงานดานอุตสาหกรรม
และในดานการแพทยเพราะมีขนาดใหญและน้ําหนัก
มาก ในสวนของแบบท่ีเคล่ือนที่ไดนั้นจะเปนหุนยนตท่ี
ใชในงานวิจัย  ดานการบันเทิงและในดานตางๆใน
ชีวิตประจําวันของมนุษย ซึ่งโดยมากจะใชลอแบบตางๆ
เปนชิ้นสวนในการเคล่ือนท่ี ซึ่งลอที่ใชในการเคล่ือนท่ี
ในปจจุบันมีอยู 3 แบบดวยกัน คือ 1. ลอปกติ 2. ลออมนิ 
3. ลอบอล ซึ่งมักจะพบวาหุนยนตท่ีเคล่ือนท่ีสวนใหญ
นั้นจะใชลอแบบปกติและลอแบบอมนิในการเคล่ือนท่ี
มากกวาลอบอล ท้ังๆท่ีลอแบบบอลมีความสามารถใน
การเคล่ือนท่ีมากที่สุด โดยมีสามองศาอิสระและไมมีการ
ล่ืนไถล (Slip) แตอาจจะมีความสามารถในการรองรับ
น้ําหนักท่ีจํากัดและมีความยากลําบากในการซอมบํารุง
อยูบาง (ชิต, 2545) ซึ่งงานวิจัยท่ีมีความเก่ียวของ ก็มีการ
ควบคุมความเร็วของมอเตอรกระแสตรงโดยใชการ
ควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) และได
ใชตัวโปรแกรม MATLAB/Simulink จําลองการทํางาน
ของตัวควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) 
กับโมเดลทางคณิตศาสตรของมอเตอรไฟฟากระแสตรง
และใชกระบวนการลองผิดลองถูกในการปรับแตงคาตัว
ควบคุมระบบใหเปนไปตามตองการ(Bin Rajab, 2008) 
ซึ่งในงานวิจัยนี้ยังไมไดมีการนําไปประยุกตใชกับงาน
ใด เปนเพียงแคการควบคุมมอเตอรกระแสตรงใหมี

คว า มเร็ ว ตา ม ตอ ง การ โ ดยใช ตัว คว บคุม แ บบ Linear 
Quadratic Regulator (LQR) เทานั้น ซึ่งนาที่จะนําไปเปน
พ้ืนฐานในการวิจัยตอไปได นอกจากนั้นก็มีงานวิจัยท่ีมีการ
สรางหุนยนต NTX Ballbot ที่เปนหุนยนตของเลนท่ีมีขนาด
เล็กโครงสรางของตัวหุนยนตใชตัวตอ LEGO ตอขึ้นเปน
โครงสราง โดยใชลอพลาสติกเปนตัวเคล่ือนท่ีบนพ้ืน โดย
ในการออกแบบระบบควบคุมนั้นใชตัวควบคุมแบบ Linear 
Quadratic Regulator (LQR)  เปนตัวควบคุม (Yamamoto, 
2009) ซึ่งงานวิจัยนี้เปนชิ้นงานท่ีมีขนาดเล็กซึ่งมีประโยชน
ในการใชงานในดานใหความบันเทิงและเปนตัวตนแบบซึ่ง
มองวานาที่จะพัฒนางานวิจัยนี้ใหสามารถใชประโยชนให
มากข้ึนตอไปได 
 
2. วัตถุประสงค  

เพื่อศึกษาถึงการหาโมเดลทางคณิตศาสตรของ
หุนยนตสมดุลบนลูกบอลและรวมไปถึงการออกแบบตัว
ควบคุมที่ควบคุมใหหุนยนตสามารถเลี้ยงตัวเองใหสมดุลอยู
บนลูกบอลได โดยใชตัวควบคุมแบบสถานะปอนกลับและ
ใชหลักการ Linear Quadratic Regulator (LQR) มาชวยใน
การคํานวณหาคาอัตราขยาย 
 
3. อุปกรณและวิธีการ 

รูปภาพที่ 1 แสดงโครงสรางของหุนยนตท่ีใชใน
งานวิจัยนี้ โดยลอบอลจะเปนลอขับเคลื่อนตัวหุนยนตโดย
จะถูกขับดวยมอเตอรที่ติดตั้งอยูเหนือลอบอลและสงกําลัง
โดยสายพานไปยังลอขับเพ่ือขับเคลื่อนลอบอล โดยชุด
ควบคุมและแหลงจายไฟจะติดต้ังอยูท่ีชั้นดานบน  
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รูปภาพที ่1 โครงสรางของหุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล  
 
โ ด ย ง า น วิ จั ย นี้ เ ริ่ ม ต น จ า ก ก า ร ส ร า ง โ ม เด ล ท า ง
คณิตศาสตรเพ่ือใชในการออกแบบตัวควบคุมการทํางาน
ของหุนยนต โดยสมมุติใหการเคล่ือนท่ีของหุนยนตแยก
ออกเปน 2 ระนาบอิสระ คือระนาบ XZ และ YZ ซึ่งจาก
การแยกอยางอิสระของการเคลื่อนท่ีทําใหสามารถหา
โมเดลทางคณิตศาสตรในการวิเคราะหเพียงระนาบเดียว 
เนื่องจากอีกระนาบก็มีลักษณะเดียวกันซึ่งจะไดโมเดล
ทางคณิตศาสตรแบบเดียวกัน  
 

 
รูปภาพที ่2 ระบบพิกัดหุนยนตบนระนาบ XZ  

    
รูปภาพที่ 3 รูปลอขับกับลอแบบบอล 
 
โมเดลทางคณิตศาสตรของหุนยนตหาได โดยใชสมการลาก
รานจ และอาศัยหลักของระบบพิกัดของหุนยนตในรูปภาพ
ท่ี 2 มาชวยในการคํานวณหา โดยถากําหนดให  เมื่อ
เวลา    ดังนั้นพิกัดตางๆ จะมีคาดังนี้ 
 
       
       
       
       
 
ซึ่งสมการลากรานจเปนสมการท่ีใชในการหาโมเดลทางทาง
คณิตศาสตรโดยวิเคราะหพลังงาน มีรูปสมการ คือ 
 
                                         (1)      
 
เมื่อ   โดยที่ 
             คือ   Lagrangian  Function   
          T  คือ   พลังงานจลนรวมของระบบ  
          U  คือ  พลังงานศักยรวมของระบบ 
                คือ   ตัวแปรพิกัดท่ัวไป 
                คือ   จํานวนตัวแปรท่ีตองการควบคุม  

มห
าว
ิทย
าล
ัยร
ังสิ
ต



การประชุมวิชาการมหาวิทยาลัยรังสิต ประจําป ๒๕๕๕  (RSU Research Conference 2012)                                             วันที่ 10 เมษายน  2555 

88 

           คือ   Generalized Force  (ฌานสิทธิ์, 2549)   
จะได 
 
  

     

 
  
 
เมื่อแทนคาลงใน      จะได  
   

        
  

          
จากสมการที่  (1) เมื่อ  และ   
จะได 
 
         (2) 
 
            (3)  
          
ทําการคํานวณตามสมการท่ี (2) และ (3) จะไดโมเดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนต ดังนี้ 
 

 
        (4) 
 

 
                                           (5)             

แตโมเดลทางคณิตศาสตรท่ีไดนั้นยังไมรวมเอามอเตอร
ดังนั้นจึงพิจารณามอเตอรเขาไปดวย โดยพิจารณาจาก
สมการ  
                                                                      (6) 
เมื่อ    

   คือ Torque constant (N.m / Amp)   
          คือ กระแสไฟฟาในมอเตอร (Amp) 
ทําการพิจารณาท่ีแรงบิด      และ    ในสมการที่ (4) 
และ (5) จะได 
                                      (7) 
และ  
                                 (8) 
โดยท่ี 
               คือ คาของอัตราทดของมอเตอร 
โดยทําการคํานวณความสัมพันธระหวางกระแสไฟฟา  
และแรงดันไฟฟา   โดยใชโมเดลทางคณิตศาสตรของ
มอเตอร  
                         (9) 
เมื่อ 
             คือ คาความตานทานมอเตอร (Ohm)  
              คือ คาความเหนี่ยวนํามอเตอร (Henry) 
                คือ ความเร็วเชิงมุมเพลามอเตอร (rad/sec) 
               คือ คาแรงดันไฟฟาคงตัว (volt/rad/sec)  
(วิบูลย, 2548)   เมื่อพิจารณาคาความเหนี่ยวนํา  ของ
มอเตอรพบวามีคานอยมากจนสามารถตัดทิ้งไปไดและหาก
ไมคิดคาแรงเสียดทานภายในมอเตอรจะไดกระแสไฟฟา
เปน  
                                               (10) 
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 แตเนื่องจาก    และให       ดังนั้น
จะได                 
                                                       (11)  
  
    จากนั้นนําสมการที่ (11) แทนคาลงในสมการที่ (7)     
และ (8)  จะได 
 
       
และ 
       
 
เมื่อกําหนดให      และ        ดังนั้น
จะได 
 
                               (12)  
 
                             (13)  
 
จากนั้นนําสมการท่ี (12)  และ (13) แทนคาลงในสมการ
ท่ี (4) และ (5)  จะทําใหไดโมเดลทางคณิตศาสตรของ
หุนยนตท่ีเปนสมการไมเชิงเสน  คือ 
 

 
          
                                                  (14)  
 

 
                   (15) 
จากนั้นทําการแปลงสมการท่ี  (14)  และ  (15) จากสมการ
ไมเชิงเสน ไปเปนสมการเชิงเสน โดยกําหนดให 

   ไดผลลัพธดังนี้ 
 

 
                                    (16) 
  

 
                                (17) 
                 
จากนั้นเขียนสมการที่ (16) และ (17) ในรูปสมการของ
หุนยนต คือ 
 
                      (18)  
                   
โดยท่ี          จะได 
 

  
    

 

 

 
 

  และ  

 
และจากสมการที ่ (18) จัดรูปสมการใหม จะได 
 
        
                                                                          (19) 
จากนั้นทําการจัดใหอยู ในรูปของสมการสถานะ (State 
Equation)           
    
                                 (20) 
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โดยใหตัวแปรสถานะ , ตัวแปรขาออกและตัวแปรขาเขา  
คือ  T   ,    และ   

 ตามลําดับ เมื่อแทนคาจะได 
 

 

 
 

 
 

 
 
เมื่อพิจารณาจากสมการสถานะ (State Equation) จะได 
 

 

 
 

    และ     

 
เนื่องจากระบบไมมีสวนของสัญญาณท่ีปอนไปขางหนา
พจน    จึงมีคาเปนศูนย โดยตัวควบคุมท่ีออกแบบใช
ตัว ค ว บ คุ ม แ บ บ ส ถ า น ะ ป อ น ก ลั บ แ ล ะ ใ ช  Linear 
Quadratic Regulator (LQR)  ชวยคํานวณคาอัตราขยาย
โดยเปาหมายในการออกแบบตัวควบคุม ก็คือ ตองการ
ควบคุมใหหุนยนตสามารถเล้ียงตัวเองอยูไดบนลูกบอล 

ซึ่งในการกําหนดคาเมตริกซสถานะ  Q และคา  R นั้นไดใช
วิธี Trial and Error ในการหาคาท้ังสอง โดยคาที่หาไดคือ  

 แ ล ะ    
ตามลําดับ เพ่ือใหไดคาอัตราขยายท่ีเหมาะสม จากนั้นจึง
จําลองการทํางานดวยโปรแกรม MATLAB/Simulink  
 
4. ผลการวิจัยและขอวิจารณ 

 ใน ก า ร จํ า ล อ ง กา ร ทํ าง า น ขอ งหุ น ย น ต ด ว ย
โปรแกรม  MATLAB/Simulink นั้นไดกําหนด Initial 
condition ไวดังนี้ คือ   
ซึ่งไดผลดังนี้ 

 

 

 
รูปภาพที ่4 กราฟจําลองการทํางานของหุนยนต 
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ซึ่งเมื่อพิจารณาจากกราฟในรูปภาพท่ี 4 ที่เปนกราฟผล
การจําลองการทํางานระหวาง Angle vs Time จะพบวา
มุมของลอบอล ( ) นั้นจะมีการหมุนในทันทีที่เริ่ม
จําลองการทํางานเนื่องมาจากมุมของตัวหุนยนต ( ) นั้น
ไมไดกําหนดคาเร่ิมตนไวท่ี 0 radian หรือสมดุลตั้งแต
ตน มอเตอรจะขับใหลอบอลหมุนเพื่อรักษาสมดุลของ
ตัวหุนยนต ในสวนของมุมของตัวหุนยนตจากกราฟจะ
เห็นวาในระหวางท่ีลอบอลหมุน มุมของตัวหุนยนตก็จะ
มีการเปล่ียนแปลงเพ่ือปรับเขาสูสภาวะท่ีสมดุลเชนกัน 
โดยจะเกิดข้ึนในชวงเวลา 2 sec  

 ในสวนกราฟในรูปภาพที่ 4 ท่ีเปนกราฟผลการ
จําลองการทํางานระหวาง Voltage input vs Time จะ
พบวาไดมีการจายไฟใหกับมอเตอรเพื่อใหหมุนรักษา
สมดุลในกับตัวหุนยนต ซึ่งจะสัมพันธกับมุมลอทรงกลม 
(  )  และมุมของตัวหุนยนต ( )  ซึ่งจะสังเกตไดวา
เสนกราฟ Voltage input vs Time ก็มีการเปล่ียนแปลงใน
ชวงเวลา 2 sec เชนกัน โดยในชวงเร่ิมตนจะมีการจาย
แรงดันไฟฟาท่ีสูงแตจะลดลงเมื่อตัวหุนยนตจะกลับเขาสู
สภาวะสมดุล โดยคาแรงดันไฟฟาไดทําการ Saturation 
ไวท่ี 24 Volts  เนื่องจากแหลงจายไฟฟาของมอเตอรนั้น
มีขีดจํากัดอยูท่ี 24 Volts ตามขนาดของแบตเตอรี่ท่ีจะใช 
 
5. บทสรุป  

1. การวิจัยนี้ เปนการศึกษาการเคล่ือนท่ีของ
หุนยนตแบบไมเชิ ง เสน และ ศึกษาตัว ควบคุมกา ร
เคลื่อนที่ของหุนยนตแบบไมเชิงเสนในการควบคุมแบบ 
Linear Quadratic Regulator (LQR) ท่ีใชลอบอลในการ
เคลื่อนที่ 

2. วิธีท่ีใชในการวิจัยนี้เร่ิมจากการสรางโมเดล
ทางคณิตศาสตรของหุนยนต เพ่ือใชในการออกแบบตัว

ควบคุมการทํางานของหุนยนต จากสมการลากรานจรวมไป
ถึงโมเดลทางคณิตศาสตรของมอเตอร จากนั้นทําการแปลง
โมเดลทางคณิตศาสตรของหุนยนตจากไมเปนเชิงเสนไป
เปนสมการเชิงเสนและแสดงออกมาในรูปสมการของ
หุนยนต จากนั้นทําการจัดใหอยูในรูปสมการสถานะ  (State 
Equation)  เพ่ือใชเปนตัวแทนของระบบในการออกแบบตัว
ควบคุม และทําการออกแบบตัวควบคุมโดยใชระบบควบคุม
แบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) โดยทําการ
กําหนดคาเมตริกซของสถานะ  Q และสัญญาณขาเขา R ท่ี
เหมาะส มโดยวิธี  Trial and Error แ ละนําโม เดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตท่ีคํานวณไดมาจําลองในโปรแกรม 
MATLAB/Simulink เพื่อจําลองการทํางานของระบบและ
ทดสอบตัวควบคุมท่ีไดออกแบบไว   

3. ผลการทดสอบในโปรแกรม MATLAB /Simulink  
แสดงใหเห็นวาตัวควบคุมท่ีไดออกแบบไวสามารถควบคุม
ใหตัวหุนยนตสามารถเลี้ยงตัวตั้งตรงอยูบนลูกบอลได  

4. ใ นโ อ กาส ตอ ไป อาจ จะ ใช วิธี การ ควบคุ ม
สมัยใหมท่ีใหผลตอบสนองที่ดีกวามาใชควบคุมการทํางาน 
เชน วิธีการควบคุมแบบ Robust หรือเปนวิธีการควบคุม
แบบ Feedback linearization  เปนตน 
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