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บทคัดยอ 

 งานวิจัยท่ีเก่ียวของกับการทรงตัวไดมีนักวิจัยจํานวนมากทําการศึกษาไวในหลายงานวิจัย อาทิเชน ลูกตุมผกผัน  
ลูกตุมผกผันแบบหมุนและอื่นๆ งานวิจัยเหลานี้เปนพื้นฐานในการพัฒนาของงานวิจัยนี้ ซึ่งมีวัตถุประสงคเพ่ือหาโมเดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล โดยการใชสมการลากรานจเขามาชวยในการคํานวณ โดยที่โมเดลทาง
คณิตศาสตรจะรวมโมเดลของมอเตอรเขามาดวย โมเดลทางคณิตศาสตรจะถูกนํามาออกแบบตัวควบคุมเพ่ือควบคุมให
หุนยนตสามารถเลี้ยงตัวอยูไดบนลอแบบบอล ตัวควบคุมท่ีใชคือตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะและใช Linear Quadratic 
Regulator (LQR) มาชวยในการควบคุม โดยโปรแกรม MATLAB/Simulink จะถูกนํามาจําลองการทํางานและทดสอบตัว
ควบคุมท่ีออกแบบไว จากผลการทดลองจะเห็นไดวาตัวควบคุมที่ออกแบบไวสามารถควบคุมใหหุนยนตสามารถทรงตัวอยู
บนลอแบบบอลได 

   
คําสําคัญ : หุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล  โมเดลทางคณิตศาสตร  ตัวควบคุมแบบปอนกลับสถานะ 
  
Abstract 

 Many pieces of research related to stabilization topic such as inverse pendulum, rotary inverse pendulum, and 
etc. have been conducted by many researchers. This research was conducted base on those researches. The purpose of 
this research was to find the model of a self–balance mobile robot on the ball including the motor model. The State 
Feedback algorithm and Linear Quadratic Regulator (LQR) was used to stabilize the mobile robot on the ball by 
simulating on MATLAB/Simulink software. The simulation results showed that the designed controller can control and 
balance the mobile robot on the ball. 

 
Keywords : stabilization, mobile robot, Linear Quadratic Regulator 
________________________________________________________________________________________________________________
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1. บทนํา
ในปจจุบันไดมีการนําหุนยนตเขามาใชใน

ชีวิตประจําวันของมนุษยเพ่ิมมากขึ้น ไมวาจะเปนใน
ดานอุตสาหกรรม ดานการแพทย ดานการวิจัย ดานการ
บันเทิงหรืออื่นๆ ซึ่งมีทั้งแบบท่ีเคลื่อนที่ไดและเคล่ือนท่ี
ไมไดแตเคล่ือนไหวได ซึ่งโดยสวนใหญแบบที่เคล่ือนท่ี
ไมไดแตเคลื่อนไหวไดจะใชในงานดานอุตสาหกรรม
และในดานการแพทยเพราะมีขนาดใหญและน้ําหนัก
มาก ในสวนของแบบท่ีเคล่ือนที่ไดนั้นจะเปนหุนยนตท่ี
ใชในงานวิจัย  ดานการบันเทิงและในดานตางๆใน
ชีวิตประจําวันของมนุษย ซึ่งโดยมากจะใชลอแบบตางๆ
เปนชิ้นสวนในการเคล่ือนท่ี ซึ่งลอที่ใชในการเคล่ือนท่ี
ในปจจุบันมีอยู 3 แบบดวยกัน คือ 1. ลอปกติ 2. ลออมนิ 
3. ลอบอล ซึ่งมักจะพบวาหุนยนตท่ีเคล่ือนท่ีสวนใหญ
นั้นจะใชลอแบบปกติและลอแบบอมนิในการเคล่ือนท่ี
มากกวาลอบอล ท้ังๆท่ีลอแบบบอลมีความสามารถใน
การเคล่ือนท่ีมากที่สุด โดยมีสามองศาอิสระและไมมีการ
ล่ืนไถล (Slip) แตอาจจะมีความสามารถในการรองรับ
น้ําหนักท่ีจํากัดและมีความยากลําบากในการซอมบํารุง
อยูบาง (ชิต, 2545) ซึ่งงานวิจัยท่ีมีความเก่ียวของ ก็มีการ
ควบคุมความเร็วของมอเตอรกระแสตรงโดยใชการ
ควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) และได
ใชตัวโปรแกรม MATLAB/Simulink จําลองการทํางาน
ของตัวควบคุมแบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) 
กับโมเดลทางคณิตศาสตรของมอเตอรไฟฟากระแสตรง
และใชกระบวนการลองผิดลองถูกในการปรับแตงคาตัว
ควบคุมระบบใหเปนไปตามตองการ(Bin Rajab, 2008) 
ซึ่งในงานวิจัยนี้ยังไมไดมีการนําไปประยุกตใชกับงาน
ใด เปนเพียงแคการควบคุมมอเตอรกระแสตรงใหมี

คว า มเร็ ว ตา ม ตอ ง การ โ ดยใช ตัว คว บคุม แ บบ Linear 
Quadratic Regulator (LQR) เทานั้น ซึ่งนาที่จะนําไปเปน
พ้ืนฐานในการวิจัยตอไปได นอกจากนั้นก็มีงานวิจัยท่ีมีการ
สรางหุนยนต NTX Ballbot ที่เปนหุนยนตของเลนท่ีมีขนาด
เล็กโครงสรางของตัวหุนยนตใชตัวตอ LEGO ตอขึ้นเปน
โครงสราง โดยใชลอพลาสติกเปนตัวเคล่ือนท่ีบนพ้ืน โดย
ในการออกแบบระบบควบคุมนั้นใชตัวควบคุมแบบ Linear 
Quadratic Regulator (LQR)  เปนตัวควบคุม (Yamamoto, 
2009) ซึ่งงานวิจัยนี้เปนชิ้นงานท่ีมีขนาดเล็กซึ่งมีประโยชน
ในการใชงานในดานใหความบันเทิงและเปนตัวตนแบบซึ่ง
มองวานาที่จะพัฒนางานวิจัยนี้ใหสามารถใชประโยชนให
มากข้ึนตอไปได 
 
2. วัตถุประสงค  

เพื่อศึกษาถึงการหาโมเดลทางคณิตศาสตรของ
หุนยนตสมดุลบนลูกบอลและรวมไปถึงการออกแบบตัว
ควบคุมที่ควบคุมใหหุนยนตสามารถเลี้ยงตัวเองใหสมดุลอยู
บนลูกบอลได โดยใชตัวควบคุมแบบสถานะปอนกลับและ
ใชหลักการ Linear Quadratic Regulator (LQR) มาชวยใน
การคํานวณหาคาอัตราขยาย 
 
3. อุปกรณและวิธีการ 

รูปภาพที่ 1 แสดงโครงสรางของหุนยนตท่ีใชใน
งานวิจัยนี้ โดยลอบอลจะเปนลอขับเคลื่อนตัวหุนยนตโดย
จะถูกขับดวยมอเตอรที่ติดตั้งอยูเหนือลอบอลและสงกําลัง
โดยสายพานไปยังลอขับเพ่ือขับเคลื่อนลอบอล โดยชุด
ควบคุมและแหลงจายไฟจะติดต้ังอยูท่ีชั้นดานบน  
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รูปภาพที ่1 โครงสรางของหุนยนตสมดุลบนลอแบบบอล  
 
โ ด ย ง า น วิ จั ย นี้ เ ริ่ ม ต น จ า ก ก า ร ส ร า ง โ ม เด ล ท า ง
คณิตศาสตรเพ่ือใชในการออกแบบตัวควบคุมการทํางาน
ของหุนยนต โดยสมมุติใหการเคล่ือนท่ีของหุนยนตแยก
ออกเปน 2 ระนาบอิสระ คือระนาบ XZ และ YZ ซึ่งจาก
การแยกอยางอิสระของการเคลื่อนท่ีทําใหสามารถหา
โมเดลทางคณิตศาสตรในการวิเคราะหเพียงระนาบเดียว 
เนื่องจากอีกระนาบก็มีลักษณะเดียวกันซึ่งจะไดโมเดล
ทางคณิตศาสตรแบบเดียวกัน  
 

 
รูปภาพที ่2 ระบบพิกัดหุนยนตบนระนาบ XZ  

    
รูปภาพที่ 3 รูปลอขับกับลอแบบบอล 
 
โมเดลทางคณิตศาสตรของหุนยนตหาได โดยใชสมการลาก
รานจ และอาศัยหลักของระบบพิกัดของหุนยนตในรูปภาพ
ท่ี 2 มาชวยในการคํานวณหา โดยถากําหนดให  เมื่อ
เวลา    ดังนั้นพิกัดตางๆ จะมีคาดังนี้ 
 
       
       
       
       
 
ซึ่งสมการลากรานจเปนสมการท่ีใชในการหาโมเดลทางทาง
คณิตศาสตรโดยวิเคราะหพลังงาน มีรูปสมการ คือ 
 
                                         (1)      
 
เมื่อ   โดยที่ 
             คือ   Lagrangian  Function   
          T  คือ   พลังงานจลนรวมของระบบ  
          U  คือ  พลังงานศักยรวมของระบบ 
                คือ   ตัวแปรพิกัดท่ัวไป 
                คือ   จํานวนตัวแปรท่ีตองการควบคุม  
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           คือ   Generalized Force  (ฌานสิทธิ์, 2549)   
จะได 
 
  

     

 
  
 
เมื่อแทนคาลงใน      จะได  
   

        
  

          
จากสมการที่  (1) เมื่อ  และ   
จะได 
 
         (2) 
 
            (3)  
          
ทําการคํานวณตามสมการท่ี (2) และ (3) จะไดโมเดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนต ดังนี้ 
 

 
        (4) 
 

 
                                           (5)             

แตโมเดลทางคณิตศาสตรท่ีไดนั้นยังไมรวมเอามอเตอร
ดังนั้นจึงพิจารณามอเตอรเขาไปดวย โดยพิจารณาจาก
สมการ  
                                                                      (6) 
เมื่อ    

   คือ Torque constant (N.m / Amp)   
          คือ กระแสไฟฟาในมอเตอร (Amp) 
ทําการพิจารณาท่ีแรงบิด      และ    ในสมการที่ (4) 
และ (5) จะได 
                                      (7) 
และ  
                                 (8) 
โดยท่ี 
               คือ คาของอัตราทดของมอเตอร 
โดยทําการคํานวณความสัมพันธระหวางกระแสไฟฟา  
และแรงดันไฟฟา   โดยใชโมเดลทางคณิตศาสตรของ
มอเตอร  
                         (9) 
เมื่อ 
             คือ คาความตานทานมอเตอร (Ohm)  
              คือ คาความเหนี่ยวนํามอเตอร (Henry) 
                คือ ความเร็วเชิงมุมเพลามอเตอร (rad/sec) 
               คือ คาแรงดันไฟฟาคงตัว (volt/rad/sec)  
(วิบูลย, 2548)   เมื่อพิจารณาคาความเหนี่ยวนํา  ของ
มอเตอรพบวามีคานอยมากจนสามารถตัดทิ้งไปไดและหาก
ไมคิดคาแรงเสียดทานภายในมอเตอรจะไดกระแสไฟฟา
เปน  
                                               (10) 
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 แตเนื่องจาก    และให       ดังนั้น
จะได                 
                                                       (11)  
  
    จากนั้นนําสมการที่ (11) แทนคาลงในสมการที่ (7)     
และ (8)  จะได 
 
       
และ 
       
 
เมื่อกําหนดให      และ        ดังนั้น
จะได 
 
                               (12)  
 
                             (13)  
 
จากนั้นนําสมการท่ี (12)  และ (13) แทนคาลงในสมการ
ท่ี (4) และ (5)  จะทําใหไดโมเดลทางคณิตศาสตรของ
หุนยนตท่ีเปนสมการไมเชิงเสน  คือ 
 

 
          
                                                  (14)  
 

 
                   (15) 
จากนั้นทําการแปลงสมการท่ี  (14)  และ  (15) จากสมการ
ไมเชิงเสน ไปเปนสมการเชิงเสน โดยกําหนดให 

   ไดผลลัพธดังนี้ 
 

 
                                    (16) 
  

 
                                (17) 
                 
จากนั้นเขียนสมการที่ (16) และ (17) ในรูปสมการของ
หุนยนต คือ 
 
                      (18)  
                   
โดยท่ี          จะได 
 

  
    

 

 

 
 

  และ  

 
และจากสมการที ่ (18) จัดรูปสมการใหม จะได 
 
        
                                                                          (19) 
จากนั้นทําการจัดใหอยู ในรูปของสมการสถานะ (State 
Equation)           
    
                                 (20) 
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โดยใหตัวแปรสถานะ , ตัวแปรขาออกและตัวแปรขาเขา  
คือ  T   ,    และ   

 ตามลําดับ เมื่อแทนคาจะได 
 

 

 
 

 
 

 
 
เมื่อพิจารณาจากสมการสถานะ (State Equation) จะได 
 

 

 
 

    และ     

 
เนื่องจากระบบไมมีสวนของสัญญาณท่ีปอนไปขางหนา
พจน    จึงมีคาเปนศูนย โดยตัวควบคุมท่ีออกแบบใช
ตัว ค ว บ คุ ม แ บ บ ส ถ า น ะ ป อ น ก ลั บ แ ล ะ ใ ช  Linear 
Quadratic Regulator (LQR)  ชวยคํานวณคาอัตราขยาย
โดยเปาหมายในการออกแบบตัวควบคุม ก็คือ ตองการ
ควบคุมใหหุนยนตสามารถเล้ียงตัวเองอยูไดบนลูกบอล 

ซึ่งในการกําหนดคาเมตริกซสถานะ  Q และคา  R นั้นไดใช
วิธี Trial and Error ในการหาคาท้ังสอง โดยคาที่หาไดคือ  

 แ ล ะ    
ตามลําดับ เพ่ือใหไดคาอัตราขยายท่ีเหมาะสม จากนั้นจึง
จําลองการทํางานดวยโปรแกรม MATLAB/Simulink  
 
4. ผลการวิจัยและขอวิจารณ 

 ใน ก า ร จํ า ล อ ง กา ร ทํ าง า น ขอ งหุ น ย น ต ด ว ย
โปรแกรม  MATLAB/Simulink นั้นไดกําหนด Initial 
condition ไวดังนี้ คือ   
ซึ่งไดผลดังนี้ 

 

 

 
รูปภาพที ่4 กราฟจําลองการทํางานของหุนยนต 
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ซึ่งเมื่อพิจารณาจากกราฟในรูปภาพท่ี 4 ที่เปนกราฟผล
การจําลองการทํางานระหวาง Angle vs Time จะพบวา
มุมของลอบอล ( ) นั้นจะมีการหมุนในทันทีที่เริ่ม
จําลองการทํางานเนื่องมาจากมุมของตัวหุนยนต ( ) นั้น
ไมไดกําหนดคาเร่ิมตนไวท่ี 0 radian หรือสมดุลตั้งแต
ตน มอเตอรจะขับใหลอบอลหมุนเพื่อรักษาสมดุลของ
ตัวหุนยนต ในสวนของมุมของตัวหุนยนตจากกราฟจะ
เห็นวาในระหวางท่ีลอบอลหมุน มุมของตัวหุนยนตก็จะ
มีการเปล่ียนแปลงเพ่ือปรับเขาสูสภาวะท่ีสมดุลเชนกัน 
โดยจะเกิดข้ึนในชวงเวลา 2 sec  

 ในสวนกราฟในรูปภาพที่ 4 ท่ีเปนกราฟผลการ
จําลองการทํางานระหวาง Voltage input vs Time จะ
พบวาไดมีการจายไฟใหกับมอเตอรเพื่อใหหมุนรักษา
สมดุลในกับตัวหุนยนต ซึ่งจะสัมพันธกับมุมลอทรงกลม 
(  )  และมุมของตัวหุนยนต ( )  ซึ่งจะสังเกตไดวา
เสนกราฟ Voltage input vs Time ก็มีการเปล่ียนแปลงใน
ชวงเวลา 2 sec เชนกัน โดยในชวงเร่ิมตนจะมีการจาย
แรงดันไฟฟาท่ีสูงแตจะลดลงเมื่อตัวหุนยนตจะกลับเขาสู
สภาวะสมดุล โดยคาแรงดันไฟฟาไดทําการ Saturation 
ไวท่ี 24 Volts  เนื่องจากแหลงจายไฟฟาของมอเตอรนั้น
มีขีดจํากัดอยูท่ี 24 Volts ตามขนาดของแบตเตอรี่ท่ีจะใช 
 
5. บทสรุป  

1. การวิจัยนี้ เปนการศึกษาการเคล่ือนท่ีของ
หุนยนตแบบไมเชิ ง เสน และ ศึกษาตัว ควบคุมกา ร
เคลื่อนที่ของหุนยนตแบบไมเชิงเสนในการควบคุมแบบ 
Linear Quadratic Regulator (LQR) ท่ีใชลอบอลในการ
เคลื่อนที่ 

2. วิธีท่ีใชในการวิจัยนี้เร่ิมจากการสรางโมเดล
ทางคณิตศาสตรของหุนยนต เพ่ือใชในการออกแบบตัว

ควบคุมการทํางานของหุนยนต จากสมการลากรานจรวมไป
ถึงโมเดลทางคณิตศาสตรของมอเตอร จากนั้นทําการแปลง
โมเดลทางคณิตศาสตรของหุนยนตจากไมเปนเชิงเสนไป
เปนสมการเชิงเสนและแสดงออกมาในรูปสมการของ
หุนยนต จากนั้นทําการจัดใหอยูในรูปสมการสถานะ  (State 
Equation)  เพ่ือใชเปนตัวแทนของระบบในการออกแบบตัว
ควบคุม และทําการออกแบบตัวควบคุมโดยใชระบบควบคุม
แบบ Linear Quadratic Regulator (LQR) โดยทําการ
กําหนดคาเมตริกซของสถานะ  Q และสัญญาณขาเขา R ท่ี
เหมาะส มโดยวิธี  Trial and Error แ ละนําโม เดลทาง
คณิตศาสตรของหุนยนตท่ีคํานวณไดมาจําลองในโปรแกรม 
MATLAB/Simulink เพื่อจําลองการทํางานของระบบและ
ทดสอบตัวควบคุมท่ีไดออกแบบไว   

3. ผลการทดสอบในโปรแกรม MATLAB /Simulink  
แสดงใหเห็นวาตัวควบคุมท่ีไดออกแบบไวสามารถควบคุม
ใหตัวหุนยนตสามารถเลี้ยงตัวตั้งตรงอยูบนลูกบอลได  

4. ใ นโ อ กาส ตอ ไป อาจ จะ ใช วิธี การ ควบคุ ม
สมัยใหมท่ีใหผลตอบสนองที่ดีกวามาใชควบคุมการทํางาน 
เชน วิธีการควบคุมแบบ Robust หรือเปนวิธีการควบคุม
แบบ Feedback linearization  เปนตน 
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